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MathComp et MathComp-Analysis

▶ Mathematical Components (MathComp) est une bibliothèque Rocq bien connue
pour formaliser l’algèbre, e.g.,
▶ formalisation du théorème des quatre couleurs [Gon08],
▶ de Feit-Thompson [GAA+13],
▶ d’Abel-Ruffini [BCMS21], etc.

▶ MathComp-Analysis[ACR18] étend MathComp pour formaliser l’analyse
▶ Effort collectif (https://github.com/math-comp/analysis)
▶ Autorise le raisonnement classique
▶ Exemple récent de résultat formalisé :

premier théorème fondamental de l’analyse pour l’intégrale de Lebesgue
▶ présenté aux JFLA 2024 [AS24b] (puis à ITP 2024 [AS24a])
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Motivation

▶ Présentation de type outil logiciel

▶ Exemple concret et de taille raisonnable :
une preuve bien connue que π est irrationnel
▶ Exercice proposé par Laurence Rideau

▶ Montrer en quoi MathComp complémente MathComp-Analysis
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Ivan Niven, A simple proof that π is irrational, Bull. Amer.
Math. Soc. 53(6) : 509–509 (1947)

Preuve par contradiction :
1. Partie algébrique :

▶ On introduit deux polynômes f et F qui
dépendent d’un n

▶ Si π était rationnel, F(0) et F(π) seraient
entiers

2. Partie analytique :
▶

∫
x∈[0,π] f (x) sin(x)dµ = F(π) + F(0)

▶
∫

x∈[0,π] f (x) sin(x)dµ serait strictement
positif et arbitrairement petit,
contradiction
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Partie algébrique de la preuve de Niven

Outline

Partie algébrique de la preuve de Niven

Partie analytique de la preuve de Niven

5 / 22



Partie algébrique de la preuve de Niven

L’hypothèse contradictoire

▶ Les nombres réels sont définis dans reals.v (MathComp-Analysis)

▶ On trouve la définition de π dans trigo.v (MathComp-Analysis)

Variable na : nat.
Variable nb : nat.
Definition a := na%:R. (*injection dans un anneau, notation générique*)
Definition b := nb%:R.
Definition pirat := a / b.
Hypothesis piratE : pirat = pi.
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Partie algébrique de la preuve de Niven

Le polynôme f

Formalisation ≃ traduction ⇒ “dictionnaire”

multiplication *
multiplication itérée x ∗ · · · ∗ x︸       ︷︷       ︸

n

^+ n

inverse ^-1
l’indéterminée 'X
multiplication par un scalaire *:
injection d’un scalaire dans les polynômes %:P
factorielle `!

Definition f : {poly R} :=
n`!%:R^-1 *: ('X^n * (a%:P - b *: 'X) ^+ n).
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Partie algébrique de la preuve de Niven

Propriétés de f

e.g., n!f (x) n’a pas de termes de degré inférieur à n :

Let f_small_coef0 i : (i < n)%N -> f`_i = 0.

⇒ Les propriétés de f sont des exemples de preuves formelles “faciles”,
i.e., dirigées par la syntaxe
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Partie algébrique de la preuve de Niven

Script :

Let f_small_coef0 i :
(i < n)%N -> f`_i = 0.

Proof.
move=> ni.

rewrite /f.

rewrite coefZ.

rewrite coefXnM.

rewrite ni.

rewrite mulr0.
done.
Qed.

Buts intermédiaires :

f`_i = 0

(n`!%:R^-1 *:
('X^n * (a%:P - b *: 'X) ^+ n))`_i = 0

n`!%:R^-1 *
('Xˆn * (a%:P - b *: 'X) ^+ n)`_i = 0

n`!%:R^-1 *
(if (i < n)%N then 0 else
((a%:P - b *: 'X) ^+ n)`_(i - n)) = 0

n`!%:R^-1 * 0 = 0

0 = 0
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Partie algébrique de la preuve de Niven

Le polynôme F

Notation pour la dérivée nième : f^‘(n) (MathComp)

f + ... + (-1) *: f^`(2) + ... + f^`(4) + ... + (-1)^n *: f(̀n.*2)

↓ (les opérateurs itérés de MathComp [BGBP08])

Definition F : {poly R} := \sum_(i < n.+1) (-1)^i *: f^`(i.*2)
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Partie algébrique de la preuve de Niven

La principale propriété de F

Lemma F0_int : F.[0] \is a Num.int.

Lemma Fpi_int : F.[pi] \is a Num.int.

⇒ il s’agit encore de preuves “faciles” (et donc de bons exercices)
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Partie analytique de la preuve de Niven

Outline

Partie algébrique de la preuve de Niven

Partie analytique de la preuve de Niven
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Partie analytique de la preuve de Niven

Calcul de dérivée d’une fonction réelle

Let fsin_antiderivative n :
'D_1 (fun x => (F n)^`().[x] * sin x - (F n).[x] * cos x) =

(fun x => (f n).[x] * sin x).

Proof.
apply/funext => x/=.
rewrite deriveB//= !deriveM// !derive_val. (* preuves *)
rewrite opprD scalerN opprK. (* "faciles" *)

Résultat intermédiaire :(((((F′(x) cos(x)+F′′(x) sin(x)+F(x) sin(x)−(((((F′(x) cos(x)
On conclut en montrant que F′′ + F = f
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Partie analytique de la preuve de Niven

Second théorème fondamental de l’analyse

Rappel de lycée :(
∀x ∈]a, b[,

dF
dx

(x) = f (x)
)
→

∫
x∈[a,b]

f (x)dµ = F(b) − F(a)

Dans MathComp-Analysis :

Corollary continuous_FTC2 f F a b : (a < b)%R ->

{in `]a, b[, 'D_1 F =1 f} ->
\int[mu]_(x in `[a, b]) (f x)%:E = (F b)%:E - (F a)%:E.

{within `[a, b], continuous f} -> (* hypothèse sur la classe *)
derivable_oo_continuous_bnd F a b -> (* de régularité de F *)

▶ NB : C’est un corollaire du premier théorème fondamental de l’analyse
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Partie analytique de la preuve de Niven

Application du théorème fondamental de l’analyse

Let intfsinE n :
\int[mu]_(x in `[0, pi]) (f n).[x] * sin x = (F n).[pi] + (F n).[0].

Proof.
rewrite /Rintegral.
set G := fun x => ((F n)^`()).[x] * sin x - (F n).[x] * cos x.

rewrite (@continuous_FTC2 _ _ G).

- (* G pi - G 0 = (F n).[pi] - (F n).[0]*)
- (* 0 < pi *)
- (* continuous (fun x => (f n).[x] * sin x) *)
- (* derivable_oo_continuous_bnd G 0 pi *)
- (* {in `]0, pi[%R, G^`() =1 (fun x => (f n).[x] * sin x)} *)
Qed.
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set G := fun x => ((F n)^`()).[x] * sin x - (F n).[x] * cos x.

rewrite (@continuous_FTC2 _ _ G).

- (* G pi - G 0 = (F n).[pi] - (F n).[0]*)
- (* 0 < pi *)
- (* continuous (fun x => (f n).[x] * sin x) *)
- (* derivable_oo_continuous_bnd G 0 pi *)
- (* {in `]0, pi[%R, G^`() =1 (fun x => (f n).[x] * sin x)} *)
Qed.
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Encadrement de f (x) sin(x)

Traduction :

Let fsin_bounded n (x : R) : (0 < n)%N -> 0 < x < pi ->
0 < (f n).[x] * sin x < (pi ^+ n * a ^+ n) / n`!%:R.

C’est une conséquence du fait que a − bx < a
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Partie analytique de la preuve de Niven∫ π
0 f (x) sin(x) peut être arbitrairement petit

Lemma intfsin_small e : 0 < e ->
\forall n \near \oo,
0 < \int[mu]_(x in `[0, pi]) (f n).[x] * sin x < e.

▶ \near \oo ≃ vrai au voisinage de∞

Tactique near (MathComp-Analysis) :

e : R
e0 : 0 < e
============================
\forall n \near \oo,
0 < intfsin n < e

near=> n.

e : R
e0 : 0 < e
n : nat
_Hyp_ : n \is_near \oo
============================
0 < intfsin n < e
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Partie analytique de la preuve de Niven∫ π
0 f (x) sin(x) peut être arbitrairement petit

On utilise l’encadrement précèdent pour changer le but

0 <
∫

x∈[0,π] f (x) sin(x)dµ < ε en π (π a)n

n! < ε

e : R
e0 : 0 < e
n : nat
_Hyp_ : n \is_near \oo
============================
0 < intfsin n < e

...

e : R
e0 : 0 < e
n : nat
_Hyp_ : n \is_near \oo
============================
pi * ((pi * a) ^+ n / n`!%:R) < e

near: n.

e : R
e0 : 0 < e

============================
\forall n \near \oo,
pi * ((pi * a) ^+ n / n`!%:R) < e
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Partie analytique de la preuve de Niven∫ π
0 f (x) sin(x) peut être arbitrairement petit

On peut prouver π (π a)n

n! −−−−→n→∞
0 comme une conséquence de rn

n! −−−−→n→∞
0

(* notation pour la convergence *)
have : pi * (pi * a) ^+ n / n`!%:R @[n --> \oo] --> 0.
rewrite -[X in _ --> X](mulr0 pi).
under eq_fun do rewrite -mulrA.
by apply: cvgMr; exact: exp_fact.

e : R
e0 : 0 < e
============================
pi * (pi * a) ^+ n / n`!%:R @[n --> \oo] --> 0 ->
\forall n \near \oo, pi * ((pi * a) ^+ n / n`!%:R) < e

move/cvgrPdist_lt => /(_ _ e0).

e : R
e0 : 0 < e
============================
(\forall m \near \oo, `|0 - pi * (pi * a) ^+ m / m`!%:R| < e) ->
\forall n \near \oo, pi * ((pi * a) ^+ n / n`!%:R) < e
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Conclusion
Travaux connexes :
▶ La preuve de Niven est mentionnée dans [BBRS16] mais l’utilisation de

MathComp et Coquelicot [BLM15, Sect. 3.3.4] rend la formalisation
compliquée

▶ Le théorème fondamental de l’analyse rend possible la formalisation de
nombreux exemples
▶ Récentes formalisations : la distribution β, l’intégrale de Gauss

▶ Autres applications de MathComp-Analysis
▶ programmes probabilistes [ACS23, SA23]

Documentation :
▶ Fichiers systématiquement documentés dans leur en-tête

▶ Version HTML avec graphes et formules LATEX

▶ Notes de cours : [Aff22]

▶ Plusieurs articles sur l’intégration : [AC23, IA24, AS24a]
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