Vers une automatisation de la certification des propriétés
de cléture pour Prolog

Thierry Marianne  Fred Mesnard  Etienne Payet

Laboratoire d'Informatique et de Mathématiques (LIM)
Université de La Réunion

JFLA 2025

UNIVERSITE
DE LA REUNION

Marianne, Mesnard, Payet (LIM - UR) Certifier I'analyse de cléture avec Prolog JFLA 2025 1/30



Plan

© Introduction

© Analyse de clture par interprétation abstraite
© Certification de propriétés de cloture avec LPTP
@ Evaluation expérimentale

© Contact et remerciements

Marianne, Mesnard, Payet (LIM - UR) Certifier I'analyse de cléture avec Prolog JFLA 2025 2/30



Introduction

Combiner interprétation abstraite et preuve interactive

Aux extrémes du spectre de |'automatisation de la vérification logicielle
@ Interprétation abstraite et

@ Preuve interactive

Choix de I'analyse de cléture® de la programmation logique afin de
combiner ces deux techniques :

o Calcul de propriétés de cléture par interprétation abstraite

e Construction de dérivations dans la syntaxe de LPTP (Logic Program
Theorem Prover)?

o Certification des dérivations par le vérificateur de preuve de LPTP

o Evaluation expérimentale de la méthodologie

1. Groundness analysis en anglais

2. Assistant de preuve en déduction naturelle con¢u par Robert F. Stark
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Introduction

Définition (Terme)

Les termes sont définis de maniére inductive tel que suit :
@ une variable est un terme
@ si f est un symbole de fonction m-aire et ty, ..., t, des termes alors

f(t1,...,tm) est un terme. En particulier, toute constante est un
terme pour un symbole de fonction d’arité 0.

Définition (Atome)

Si p est un symbole de relation n-aire et ti,. .., t, des termes alors
p(ti,...,t,) est un atome.

Définition (Terme clos)

Un terme t est clos lorsqu'il ne contient aucune variable. Par exemple,
toute constante est un terme clos, en particulier la constante [| dénotant la
liste vide.
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Analyse de cléture par interprétation abstraite

L'interprétation abstraite, méthode formelle de conception
d'approximations de la sémantique d’un programme

@ servant a collecter des informations pour I'analyse du flot des
données pour des domaines concrets [CC77]

@ résultant en une abstraction du comportement du programme
durant son exécution [CC92].

L'interprétation abstraite étendue et formalisée
@ a l'analyse de flot des programmes logiques et,

e dans le cadre de I'inférence de modes en particulier [Bru01] [CC92].

En analyse de cl6ture, les modes des prédicats appelés sont des
approximations du domaine concret de |'exécution d'un but [Mel36].
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Analyse de cléture par interprétation abstraite

Exemple d’application de I'analyse de cléture

L'analyse de cléture est mise a contribution lors de I'optimisation de la
compilation de code Prolog.

En particulier, le code Prolog peut &tre spécialisé afin de simplifier
I'algorithme d'unification des variables au moyen de filtrage par motif.
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Analyse de cléture par interprétation abstraite

Définition (Mode d'un prédicat)
Un mode d'un prédicat dans un programme logique indique comment ses

arguments seront instanciés a I’appel de ce prédicat. Les arguments
sont associés aux classes d'équivalence du treillis ci-aprés

@ vide, I'ensemble vide, |,

clos, I'ensemble des termes clos,

[~
@ libre, I'ensemble des variables libres et
o

inconnu, |'ensemble de tous les termes, T.

T
/ \
libre clos

N,
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Analyse de cléture par interprétation abstraite

Définition (Bfun,, Fonctions booléennes)

Pour tout entier naturel n, une fonction booléenne n-aire est une fonction
Bool" — Bool, ot Bool est un domaine booléen. L'ensemble de toutes les
fonctions booléennes n-aire est dénoté Bfun,,.

Fonctions booléennes comme approximations représentant les
dépendances entre la cléture des variables Bfun, [AMSS98] [MS93].

Exemple :

Soient y et x des variables propositionnelles,

la fonction booléenne y — x représente les états d’instanciations
respectifs des variables Y et X d’un programme logique :

« Lorsque la variable Y du programme est instanciée a un terme clos, alors
la variable X devient un terme clos a son tour »
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Exemple de la concaténation de listes

Considérons le programme logique P constitué du prédicat append/3

append([], Xs, Xs).
append([X|Xs], Ys, [X|Zs]) :-
append(Xs, Ys, Zs).

L'analyse de P par interprétation abstraite donne la relation de dépendance
de cléture des arguments sous forme booléenne suivante :

(Xappend A )/append) > Zappend (1)

D’aprés cette formule, le dernier argument z,ppeng du prédicat append/3
est clos si et seulement son premier argument X,ppend €t son deuxiéme
argument Y,ppend sont clos.
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Succes de I'appel a append/3

La relation (1) donne les états d'instanciations des arguments au succes
de I'appel du prédicat append/3.

(Xappend A Yappend) < Zappend (1)

append(clos, clos, clos).

append(libre, clos, libre).
append(clos, libre, libre).
append(libre, libre, libre).
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Formulation de propriétés de cléture avec LPTP

Dans les années 90, Robert F. Stark définit sa théorie de vérification de
programmes Prolog [Sta98].

IND(P) est un ensemble d'axiomes du premier ordre associé au programme
logique P incluant

o la complétion de Clark [Cla78] et

@ l'induction d’aprés la définition de ses prédicats
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Formulation de propriétés de cléture avec LPTP

Dans IND(P), la preuve de cléture d'un terme t implique que ce terme est
clos par I'évaluation d'un but [Sta98].

Cette garantie permet de formuler des propriétés de cléture de P dans le
langage de spécification de LPTP (Logic Program Theorem Prover) dont la
sémantique est celle du calcul des prédicats de la logique classique [Sta98|.

Nous dériverons automatiquement ces formules en déduction naturelle
avant de les certifier avec LPTP.
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Certification de propriétés de cléture avec LPTP
Axiome Il de IND(P)

Dans le format de LPTP, les propriétés de cléture sont exprimées par appel
au prédicat unaire gr exprimant qu'un terme est clos.

L’application de I'axiome Il de IND(P) [Sta98] 3 permet d'introduire des
équivalences quand le prédicat gr est appliqué aux termes composés.

Axiome |l de IND(P) pour gr
4. gr(c) [si c est une constante]
5 gr(xi) N...gr(xm) < gr(f(x1,...,xm)) [si f est m-aire]

3. faisant partie intégrante de LPTP
Marianne, Mesnard, Payet (LIM - UR) Certifier I'analyse de cléture avec Prolog JFLA 2025 13 /30



Formule de cléture au format LPTP

Opérateur déclaratif Succeeds

LPTP permet de prouver des propriétés opérationnelles d'un programme
logique. L'opérateur déclaratif Succeeds exprime le succés de I'appel du
prédicat auquel il est appliqué [Sta98].

La traduction automatique a partir du code Prolog du prédicat append/3
en une définition inductive par LPTP donne I'équivalence :

Vx,y,z(Sappend(x,y,z) <> (x=[]Az=y)V
(3w, x5, zs (x = [wo|xs] A z = [w|zs] A S append(xs, y, z5))))
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Formule de cléture au format LPTP

Le schéma d'axiome VIII du cadre théorique IND(P) de LPTP [Sta98] nous
autorise a générer un axiome d’'induction pour un prédicat directement
récursif défini par |'utilisateur et une formule a prouver [MMP24].

Forme générale de la formule de cléture & certifier avec LPTP dont la
conclusion en forme normale disjonctive est obtenue par interprétation
abstraite :

Di
VX1, .oy X SR(tl,...,tj) — VkI:sl Xmeconkgr(xm)

@ ol i,j, k, m sont des entiers naturels,

@ R est un prédicat non-prédéfini n-aire,

® ti,...,t les arguments passés a R lorsqu'il réussit (termes
comprenant des variables xi, ..., x;),

@ Dis le nombre de disjonctions et

@ Cony I'ensemble des variables dont les propriétés de cléture sont
exprimées par le k-éme disjoint.
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Formule de cléture au format LPTP
Exemple de la cléture des arguments du prédicat append/3

Démontrons le lemme append3 gr obtenu par application de I'axiome
VIII de IND(P) a partir de la relation (1) en Forme Normale Disjonctive
obtenue par interprétation abstraite pour append/3 :

Lemma [append3 gr] Vxi, x2, x3 (Sappend(xy, x2, x3) —

(gr(>a) A gr(xe) A gr(x)) v (—er(xs) A gr(xe) A —gr(x1)) v
(mgr(xs) A —gr(xe) Agr(xi)) v (—gr(xs) A —gr(x2) A —gr(x1))).
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Dérivation de formule de cléture

Nous générons un schéma d'induction a partir de
o la définition inductive du prédicat append/3
@ la Forme Normale Disjonctive de la formule a prouver
o la syntaxe de LPTP (ISO-Prolog) et ses tactiques de preuves

en nous inspirant de la preuve de la proposition 1.38 issue de I'ouvrage
Logic in Computer Science de Huth et Ryan [HR0O0].

Lemma 1 [append3-gr] Vz1,z2,z3 (S append(z1, z2,x3) — gr(zs) A gr(z2) A gr(z1) V
—gr(zs) A gr(zz) A—gr(w1) V —gr(zs) A —gr(z2) Agr(z1) V ~gr(zs) A ~gr(z2) A ~gr(z1))-
Proof.
Induction: Vz1, 22,23 (S append(z1, z2,x3) — gr(zs) A gr(z2) A gr(z1) V —gr(zs) A gr(z2) A ~gr(z1) V
—gr(z3) A ~gr(z2) A gr(z) V ﬁg'r(z3) A —gr(z2) A gr(zy)).
Hypothesis,: none. L by GAP
Conclusion: gr(z4) A gr(zs) A gr([]) V —gr(zs) A gr(za) A =gr([]) V —gr(zs) A =gr(zs) A gr(]]) V
—gr(e4) A gr(za) A —gr([).
Hypothe§l§ gr(zs) A gr(zr) Agr(ze) V —gr(zs) A gr(ar) A—gr(ze) V ~gr(as) A ~gr(ar) A gr(ze) V
—gr(xs) /\ —gr(z7) A —gr(z¢) and S append(zg, T7,25). L by GAP.
Conclusion : gr([zs|zs]) A gr(z7) A gr([zs|zs]) V ~gr([zs|zs]) A gr(z7) A —~gr([zs|zs]) V
~gr([zs|s]) A —~gr(z7) A gr(@s|ze]) V —gr([s|zs]) A =gr(a7) A =gr([ws|a]). D

oll x4, X5, Xg, X7, Xg sont des variables fraiches introduites afin de prouver le

cas de base et I'étape d'induction.
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Dérivation de formule de cléture

Proposition (Proposition 1.38 de [HR00])

Soit une formule ¢ avec p1, pa, ..., p, Ses atomes propositionnels. Soit |
toute ligne du tableau de vérité de ¢. Pour tout 1 < i < n, soit p; égal a p;
si l'entrée de p; a la ligne | est T, autrement p; est —p;. Nous avons alors

Q p1,p2,...,PnE ¢ peut étre démontrée si l'entrée pour ¢ a la ligne |
est T.

@ p1,po,...,Pn E @ peut étre démontrée si I'entrée pour ¢ a la ligne |
est F.

Une preuve de la formule de cléture cible existe en déduction
naturelle par complétude du calcul des propositions (Théoréme 1.37 de
Huth et Ryan [HRO0]) comme il s'agit d'un invariant de notre
programme inféré par interprétation abstraite et exprimé sous forme
booléenne.
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Procédure récursive de dérivation de la formule de cléture

prove_with_premises(Phi, TruthValue, Premises)

switch Phi
case gr(Form) : ... return Deriv
case ~ Form : ... return Deriv
case Phil & Phi2 : ... return Deriv
case Phil \/ Phi2 : ... return Deriv
case Phil => Phi2 : ... return Deriv
Entrée :

e Phi : Formule de cl6ture
e TruthValue : Valeur de vérité 3 démontrer pour Phi
e Premises : Hypothéses de cloture des variables de Phi

Sortie :
e Deriv : Terme de preuve au format LPTP de Phi ou de —Phi
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Exemple de construction de preuve

o Cas de base : Vxi, x2, x3 Sappend(xi, x2, x3) <>
x1 =[] A Ixq telle que x4 = x2 A x4 = x3
@ Principe du tiers exclu donne gr(xs) V —gr(xa)

Proof.
Induction : Vx1,x2, X3 (Sappend(x1, x2, x3) —
(gr(xs) A gr(x2) A gr(x1)) V (~gr(xs) A gr(x) A ~gr(x1)) v
(—gr(xa) A ~gr(x) A gr(x1)) V (~gr(xs) A gr(xe) A -gr(x1)))
Hypothesis, : none.
Case, : gr(xa). gr(xa) A gr(xa). gr(xa) A gr(xa) A gr([])-
(gr(xa) A gr(xa) A gr([l)) V —er(xa) A gr(xa) A —gr([]).
gr(xa) Agr(xs) Agr([l) V —gr(xa) A gr(xs) A —=gr([l) v
—gr(xa) A —gr(xa) A gr([]).
gr(xa) A gr(xs) A gr([l) V —gr(xa) A gr(xa) A —gr([l) v
—gr(xa) A —gr(xa) A gr(ll) V —gr(xa) A —gr(xa) A —gr([])-
Case, : —gr(xs). by GAP
Hence,, in all cases : gr(xs) A gr(xa) A gr([]) v
~gr(xe) A gr(a) A ~gr((]) v ~gr(xe) A ~gr(xa) A gr(l) v
~gr(xs) A —gr(xs) A —gr(])-
Conclusion, : gr(xa) A gr(xa) A gr([]) V —gr(xa) A gr(xa) A —gr([]) v
—gr(xa) A —gr(xa) A gr(ll) V —gr(xa) A ~gr(xa) A —gr([]). O
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Exemple de construction de preuve

Cas de base de la formule de cléture

Vxa Sappend([], xa, xa) = (gr(xa) A gr([])) V (—gr(xa) A gr(l]))

Proof.
Induction,, : Vxi, x2, X3 (Sappend(xi, x2,x3) —
(gr(x3) A gr(x) A gr(x1))V (—er(xs) A gr(x2) A —gr(x1)) V
(—gr(xs) A —gr(x2) A gr(x1)) V (—gr(xs) A —gr(x2) A —gr(x1))).
Hypothesis, : none.
Case, : gr(x)| gr(x) A gr(xa). gr(xa) A gr(xa) A gr([])!
<X4) Agr(lD) v r(a) A grixe) A —gr(l).
gr(xa) A gr(xa) A gr([l) vV —gr(xa) A gr(xa) A —gr([]) v
~gr(xa) A —gr(xa) A gr([]).
gr(xa) A gr(xa) A gr([]) V —gr(xa) A gr(xa) A —gr([]) v
~gr(xa) A ~gr(xa) A gr(l]) v —gr(xa) A —gr(xa) A —gr([]).
Case, : —gr(xs). by GAP
Hence,, in all cases : gr(xa) A gr(xa) A gr([]) v
—gr(xs) A gr(xa) A —gr([]) V —gr(xa) A —gr(xa) A gr([]) v
—gr(xa) A —gr(xa) A —gr([]).
Conclusion, : gr(xa) A gr(xa) A gr([]) V —gr(xa) A gr(xa) A —gr([]) v
—gr(xa) A —gr(xa) Agr([]) vV —gr(xa) A —gr(xa) A =gr([]). O
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Exemple de construction de preuve

Démontrons |'étape d'induction a partir de la seconde clause de append/3,

Vxe, x7,xg (gr(xe) N gr(x7)) <> gr(xs)ASappend(xs, x7,xs) —>
Ixs(gr([xs|xs]) A gr(x7)) < gr([xs|xs])

Nous appliquons le méme algorithme aprés énumeération des 16 cas de

cléture des variables x5, xg, x7 et xg*.

Proof.
Hypothesis, : gr(xs) A gr(x7) A gr(xe) V —gr(xe) A gr(xr) A ~gr(xs) V
—gr(xg) A —gr(x7) A gr(xe) V —gr(xs) A —gr(x7) A —gr(xs) and
S append(xg, X7, Xg).
Case, : gr(xs).
Case, : gr(xe).
Case, : gr(x7).
Case, : gr(xs).| L by GAP.
Hence4, in all cases :
(gr(xs) A gr(xz) A gr(xe)) V (—gr(xs) A gr(xz) A —gr(xs)) V
(—er(xs) A —gr(xr) A gr(xs)) V (—ar(xs) A —gr(xr) A —gr(xe)) —
(gr(Ixs|xe]) A gr(xr) A gr([xs|xs D)V (—er([xs|xs]) A gr(x7) A =gr([xs x6])) v
(—er(Dxslxs]) A —gr(xr) A gr(Dxslxel)) v
(—er([xs|xs]) A —gr(x7) A —gr(bslxel)). O

4. Dérivations complétes en ligne : https://github.com/atp-1ptp/lptp
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Certification de la preuve

Nous certifions la validité des dérivations obtenues en vérifiant avec
LPTP le terme de preuve généré de maniére automatique.

Marianne, Mesnard, Payet

initialize.
needs_thm($(examples)/axiom_2_5/axiom_2_5).
needs_gr($(examples)/filex/append3) .

:- lemma(append3_gr,

all [x1,x2,x3]:

(succeeds append(?x1,?x2,?x3) = gr(?x3) & gr(?x2) & gr(?x1) \/
~ gr(?x3) & gr(?x2) & ~ gr(®x1) \/ ~ gr(?x3) & ~ gr(?x2) & gr(®x1) \/
~ gr(?x3) & ~ gr(?x2) & ~ gr(?x1)),

500 DeEx0s )

LPTP, Version 1.06, July 21, 1999.
Copyright (C) 1999 by Robert F. Staerk
GNU Prolog 1.5.0 (64 bits)

Compiled Jul 8 2021, 09:35:47 with clang
Copyright (C) 1999-2023 Daniel Diaz

LI T RE RN

<

| ?- exec('/Users/Shared/logic-program-theorem-prover-swipl/examples/filex/appenz|

s d3.pr').

8! LPTP-Message: append3_gr o.k.
9|

101 (20 ms) yes

1T

U #lptp AL L9 <> (Inferior LPTP:run Heln +2)
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Cadre expérimental

Programmes issus de la bibliothéque de LPTP

Programme Prop. Vars Inf.> Deriv.® Cert.® LOC
member.pl 1 3 2.5 5.2 6.9 269
addmul.pl 2 6 3.0 8.5 16.2 911
fib.pl 2 5 3.2 9.1 14.2 970
split.pl 1 3 6.9 14.0 28.9 1123
suffix.pl 4 10 7.9 18.9 23.2 1203
list.pl 5 12 12.4 285 66.6 2873
permutation.pl 7 19 13.0 407 241.6 9335
reverse.pl 4 10 11.8 484 95.3 3958
sort.pl 9 22 41.2 351.7 12413.5 71067
transitiveclosure.pl 6 18 24.1 648.2 676.8 14213
mergesort.pl 4 10 31.1 41366.8 1463.2 48400

5. Temps d'Inférence d'invariants par interprétation abstraite, de Dérivation, et de

Certification de preuves en ms
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Limites de cette approche

o Complexité de génération des cas de dérivation d'ordre exponentiel en
le nombre de variables des formules de cléture a prouver.
Un démonstrateur tel que Vampire® pourrait nous aider & générer
une preuve plus courte, avant traduction au format LPTP

o Cette méthodologie pourra étre étendue aux propriétés de programmes
comportant des clauses mutuellement récursives.

6. https://vprover.github.io/
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