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Un apercu de la Décomposition
Algébrique Cylindrique




Le cadre du probléme

R corps réel clos (e.g. R, R,ig), n € N.

Définition (cellule)
La seule cellule de R% est {R°}. Pour n € N, les cellules de R"*! sont obtenues en
découpant le cylindre C x R au dessus d'une cellule C de R" le long de graphes de

fonctions semi-algébriques continues de C dans R.




Le résultat

P C R[Xo, ---,Xn—l] fini.
Théoréme ([BPRO06])
3S partition finie de R™ en cellules,

VPeP,CeS,
P a un signe constant sur C.

Eg P={X?+Y2-1}. 8=

@




Exemple : élimination des quantificateurs

Y, X2+ Y2 <1A0< XY
CAD({X?2+ Y2 —1,XY}) =

AY, X2+ Y2<1A0<XY)e -1<X<0V0<X<1



Le pourquoi

e élimination rapide des quantificateurs [Col75]
e calcul formel

e robotique [SS83]

e systémes dynamiques [ST11]

e systémes hybrides [Pla22]

The dearth of efficient formally-verified support for QE
is in part a consequence of the intr f QE algorithms.
There is arguably a tradeoff [37] betwe computational
efficiency of an algorithm and the tractability of ve:

Most notably, the CAD algonthm is efficient hul compIE\ dnd

ified (independently,
in Isabelle/HOL [ 0 Furthe in order for
CAD to realize its full potenti
insights [3, 10, 16, 28] beyond the original development [9
are needed, and improving CAD and algorithms for real QE

at large is e area of research. [ KTP2 3]




L’algorithme

Récurrence sur n, cas n = 0 trivial. En dimension n+ 1, pour P C R[Xo, ..., Xp] :

1. Elimination : Q@ = elim(P) C R[Xo, ..., Xn_1]
2. Récurrence : T = CAD(Q)

3. Remontée : Les cellules de S sont obtenu en partitionnant les cylindres C x R au
dessus des cellules C de T selon les graphes des fonctions donnant les racines des
polyndmes de P vus comme fonctions de C dans R[X].



Constructions précises




Partitions de cylindres

CCR' fi<..<fg:C—R
Définition
La partition du cylindre C x R selon les f; Cg . ¢, -----7 |CxR
1 < i < d est la partition de C x R contenant :
e Les graphesdes f;, 1 << d @ i
e L'intersection des épigraphes des f;, 1 < i < d

e L'intersection des hypographes des f;, 1 < j < d
e Pour 1 </ <d -1, l'intersection de I'épigraphe de fj et | .-==—=~

I'hypographe de fi ;. % Y



Partitions semi-algébriques

P € R[Xo, ..., Xn], C C R" cellule
Définition (évaluation partielle)

P: R - R[X]
x = P(x0,..., Xn—1, X)

fi <..<fy:C— R racines de P.

Lemme

Les f;, 1 < i < d sont continues et semi-algébriques.



Partitions semi-algébriques

n—1 i
"P=> piX' € R[X]" "ro,...,rm—1 racines de P".
i=0

n—1
(/\p,-—O/\m—) cas P=0
i=0
I m—1
Y ( N P(ri) = 0) les r; sont racines de P
=0
m—2
A ( N i< r,-+1> les r; sont ordonnés
i=0
A V¥x,P(x)=0 il n'y a pas d'autre racine
m—1
-V x=r

i=0



Formalisation




Métadonnées

Systeme : Coq (8.18 et plus)

Librairies : mathcomp, mathcomp-real-closed et mathcomp-analysis + définition
des ensembles semi-algébriques

~ 10000 loc

e ~ 5 mois

Non-extractible & cause d'une mauvaise intéraction entre mathcomp, le
polymorphisme d'univers et le module d’extraction

Non-efficace a cause des primitives utilisées
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Spécification

isCylindricalDecomposition n (S fset {SAset R'n
SAset_partition S
if n is k.+1 then
let S' fset SAset_cast k s | s in S| in
isCylindricalDecomposition S'
forall (s' S' exists m (xi : m.-tuple {SAfun Rk R°1
forall i, {within [set val s' continuous (tnth xi i
sorted </SA xi
fset s in S | SAset_cast k s val s'
partition_of_graphs (val s') xi

else Logic.True
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Le Théoréme

poly_invariant n (p mpoly Rin S SAset R'n
in s forall x y
sgz p.Cltnth (ngraph x sgz p.Cltnth (ngraph y

cylindrical_decomposition n (P
S isCylindricalDecomposition S
forall (p : P) (s : S

fset {mpoly Rin

poly_invariant (val p

val s
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Merci de votre attention.
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